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ABSTRACT 
La notion d’alghbre de Bernstein a BtB introduite par P. Holgate mais une &de 
exhaustive de ces objets est faite ultbrieurement. Nous introduisons ici une classe plus 
ktendue de ces alghbres que nous appellerons alghbres de Bernstein faibles. 
1. PRELIMINAIRES 
Soient K un corps commutatif et (A, w) une K&g&e pond&r&e, c’est A 
dire, A est une K-algbbre commutative non necessairement associative et 
w : A -+ K est un morphisme non nul de K-algkbres. On dira que (A, w) est 
une algdbre de Bernstein si pour tout x dans A on a (x 2)2 = o(x)% 2 (cf. [ 11). 
On sait que si (A, w) est une algkbre de Bernstein, la pond&ration w est 
unique (cf. [2]). 
Soient done (A, w) une K-algkbre de Bernstein et e un idempotent de A 
tel que w(e) = 1. 11 existe une dkcomposition A = Ke@ Ker(w) en somme 
dire&e d’espaces vectoriels 06 Ke dkigne la sous-alghbre de A formke des 
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K-multiples de e et Ker( o) est un ideal de A. De plus, si la caracteristique de 
K est differente de 2, la dtknnposition de Peirce (cf. [3]) de A nous permet 
d’ecrire A = Ke @ U@ V, somme directe de sous-espaces vectoriels, ou ex = ix 
pour tout x dans U et ey = 0 pour tout y dans V (cf. [2, thdorbme 2.41). Dans 
[ 11, V. M. Abraham propose une ge&ralisation de la notion d’algebres de 
Bernstein que nous decrivons par la suite. 
Soient K un corps commutatif et A une K-algbbre commutative. Pour x 
dans A et m > 1 un nombre entier, la puissance pleine x[“‘] de x est definie 
inductivement par r[i] = x et .[“‘I = x[m~ll~im-ll = (x[~-‘])~ pour tout 
m > 2. Notons que pour tout x dans A, pour tout X dans K et pour tout 
entier m 2 1 on a (h.r)[“l = ~2m~‘~[m1. 
Si, maintenant, (X, w ) est une K-algebre ponder&e, on dira que (A, w ) est 
une alg&re de Bernstein d ‘ordre m, oh m 2 1 est un nombre entier, si pour 
tout x dans A on a xim+‘] = ~(r)‘“r[~+i]. 11 est clair qu’une algdbre de 
Bern-stein (cf. Section 1) est une algdbre de Bernstein d ‘ordre 1. Une 
population d&rite par une algbbre de Bernstein d’ordre m est en equilibre, 
dans un croisement ou hasard, apres m + 1 generations. 
2. ALGEBRES DE BERNSTEIN FAIBLES 
Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 
2 et A une K-algebre commutative et non associative. On dira que A est 
une algzbre de Bernstein faible s’il existe un idempotent e f 0 dans A tel que 
A = Ke@S, somme directe d’espaces vectoriels ou Ke designe l’ensemble des 
K-multiples de e et S est un sous-K-espace vectoriel de A qui depend de 
l’idempotent e choisi dans A. De plus, pour tout x dans S, on a x2 = 2ex2 + 
4(ex)2, (ex)x’= 0 et en: = 2e(ex). 
On voit, sans peine, que toute algebre de Bernstein est une algbbre de 
Bernstein faible mais il existe des algbbres de Bernstein faibles qui ne sont pas 
des algbbres de Bernstein. 
EXEMPLE 2.1. Soient K un corps commutatif de caracteristique diffk- 
rente de 2 et A la K-algebre commutative de dimension 4 dont la table de 
multiplication, relativement a une base {e, ei, ea, ea} s’ecrit e2 = 1 e, eel = Tel, 
ee, = +e,, ef = es, et = e2, tous les autres produits &ant nuls. On verifie 
facilement que A est une algebre de Bernstein faible qui n’est pas de 
Bernstein car (eF)2 = e2. 
EXEMPLE 2.2. Soient K un corps commutatif de caracteristique differe- 
nte de 2, A une K-algebre commutative de base { e, ui, . . . , up, o 1,. . . , uq } et 
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m = min( p, q), la table de multiplication de A relativement a cette base &ant 
e2 = e, eu, = & (1 d i < p), evj = 0 (l< j < q), u: = vi si i Q m et i est 
pair, v; = uj_i si j < m et j est pair, les autres produits &ant tous nuls. 
Considerons les sous-Kespaces vectoriels U et V de A d&finis par U = 
(U i ,..., up) et V= (vl ,..., v,). I1 est clair que A = Ke@U@V et la proposi- 
tion 2.13 nous dit que A est une algebre de Bernstein faible et comme 
(~2)~ = ui_i pour tout entier i pair, 2 < i < m, alors A n’est pas une algebre 
de Bernstein. En effet, dans une algbbre de Bernstein on a (x2)2 = 0 pour 
tout x dans U@V. 
Par la suite, nous donnons un certain nombre de proprietes concernant les 
algebres de Bernstein faibles, necessaires a la construction d’une pond&ration 
unique, w : A + K, et des relations qu’elle vkifie. Le corps commutatif K est 
suppose Qtre de caracteristique diffbrente de 2 et infini, si cette hypothbse 
s’avbre necessaire. 
PROPOSITION 2.3. Si A = KeCBS est une alg&re de Bernstein faibk alors 
un vecteur x de A est a&s S si et seulement si ex est dan.s S. 
En effet, si x est dans S, on ecrit ex = Xe + y avec h dans K et y dans S 
done e(ex) = Ae + ey d’ou 2he +2ey = he + y et y = Xe +2ey, soit ey = he 
+2e(ey)=Xe+eycar yES,donc Ae=O. 
Reciproquement, si x est un element de A tel que ex soit dans S, on k-it 
x = Xe + y avec X dans K et y dans S et si l’on avait A f 0, alors 
e = (l/X)(ex - ey) serait dans S, absurde. Done X = 0 d’ou x est dans S. 
PROPOSITION 2.4. Soit A = Ke@S une alg&re de Bernstein faible et x un 
&nent de S tel que les vecteurs x et ex soient Us. Alors on a ex = 0 ou bien 
ex = ix. 
Supposons done qu’il existe un scalaire LY dans K, a f 0, tel que x = sex. 
On a ex = ae(ex) = iaex d’ou ou bien ex = 0 ou bien cx = 2. 
PROPOSITION 2.5. Dhnmuis, pour une alggbre de Bernstein faible 
A=Ke@S, on notera U= {x~xES, ex=ix} et V= {x(x~S, ex=O}; il 
est cl& que U et V sont des sowK-espaces vectoriels de S et que S = U@V. 
En effet, si x E S et si x et ex sont lies alors ou bien x E U ou bien x E V 
et si x et ex sont K-lineairement independants, alors on Ccrit x = 2ex + 
(x - 2ex) et il est evident que ex E U, car e(ex) = iex et que x - 2ex E V 
car e( x - 2ex) = 0. Finalement, il est clair que U n V = 0. 
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PROPOSITION 2.6. Si A = Ke@U@V est une algdbre de Bernstein faible, 
alors U={xlx~A, ,x=:x} etV={xlxEA, ex=O}. 
La dbmonstration est immbdiate. 
PROPOSITION 2.7. Si A = Ke @ U@ V est me algdbre de Bernstein faible, 
alors U2 c Vet V2 c U. De plus, pour tout vecteur x + 0 duns U ou duns V, 
si x2 # 0 ahs {x, x2} est un syst6m.e libre. 
En effet, on sait que pour tout x dans S = U@V on a x2 = 2ex2 +4(ex)2 
done ex 2=Osi xEUet ex -2 2  lx2 si x E V. Ainsi, dans le premier cas on 
voit que x2 E V et que x2 E U dans le second cas (cf. Proposition 2.5). La 
formule xy = f[(x + Y)~ - x2 - y2] quels que soient x, y dans U (resp. V) 
nous montre que U2 C V et V2 C U. Si, finalement, x est un vecteur non nul 
de U@V et si x2 # 0, la relation de dbpendance linbaire (YX + /Ix2 = 0 avec 
a,/3 dans K nous donne 0= e(ax +px2) = ~(YX si x E U et ifix si x E V 
d’oti l’assertion. 
PROPOSITION 2.8. Si A = Ke @ S est une algdbre de Bernstein faible alors 
un vecteur x de A est duns S si et seulement si x2 est duns S. 
En effet, soit x un kkment de S et tcrivons x2 = he + u + v avec X dans 
K, u dans U et v dans V. L’bquation x2 = 2ex2 +4(ex)2 nous donne 
Xe + u + v = 2Ae + u + t2 oti l’on a Ccrit ex = it avec t dans U. Done X = 0 
et v = t 2, c’est-h-dire, x2 est dans S. Rkiproquement, si x est un vecteur de 
A tel que x2 soit dans S, en Ccrivant x = Xe + u + v avec h dans K, u dans 
Uet vdansV,ona~~=X~e+hu+(u+v)~.DoncX~=Osoit X=Ocequi 
nous montre que x est dans S. 
PROPOSITION 2.9. Si A = Ke@ U@V est une aZg&re de Bernstein faible, 
ah-s UV c U et quels que soient x duns U et y duns V on a x(xy) = 0, 
xY 2=0, x2y2= 0, x3=0 et (Y~)~=O. De plus, si x, x’ et x” sont des 
klhnmts de U, alors x( x’x”) + x’( x”x) + x”( xx’) = 0 (identiti de Jacobi). 
En effet la relation x2 = 2ex2 +4(ex)2 pour tout x dans S nous donne, 
par polarisakon, xy = 2e( xy) + 4( ex)(ey ) quels que soient x, y dans S. Done, 
pour tout x dans U et pour tout y dans V on a xy = 2e(xy) d’oti xy est dans 
U. Ceci nous dit que W c U. La relation ( ex)x2 = 0 pour tout x dans S 
entrahe que quels que soient (Y, p dans K et x, y dans S on a 
[e(cyx +/Iy)](ax +/3~)~= 0 d’ot, car K est un corps in&i, (ey)x2 + 
2(ex)(xy) = 0. Pour x dans U et y dans V on a x( xy ) = 0. Par symhie, on a 
la relation (ex)y2 +2(ey)(xy) = 0 quels que soient x, y dans S et pour x 
dans U et y dans V on a xy2 = 0. En remplasant y par y2 dans la premikre 
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de ces dew relations, on a ( ey2)x2 + 2( ex)( xy2) = 0 et pour r dans U et y 
dans V on a x2y2 = 0. L,es dew demibres relations se demontrent de fac,on 
analogue, et l’identite de Jacobi en polarisant la relation x3 = 0, i.e., (ax + 
/3x’ + YX”)~ = 0 avec x, x’, x” dans U et (Y, /I, y dans K. 
PROPOSITION 2.10. Si A = Ke@S est une algkbre de Bernstein faible on a 
S2 c S. De plus, S est un idkal premier de A. 
En effet, S2 C S decoule trivialement des relations U2 C V, V2 C U et 
UV c U et la seconde assertion du fait qu’il existe un isomorphisme de 
K-algebres A/S = K. 
LEMME 2.11 (LEMME DE HOLGATE). Si A = Ke@S est une aZgBbre de 
Bernstein faible, l’application o: A + K d&nie par Xe + x * A avec X 
dam K et x dans S est 1 ‘unique morphisme surjectif de K-alg&es en tant 
que fmne lindaire SUT A. 
En effet, que o : A - K est un morphisme de K-algebres c’est evident et 
il est smjectif car w(e) = 1. De plus, Ker(o) = S = U@V. Soit maintenant 
w’ : A -+ K un autre morphisme sujectif de K-algebres. Comme x3 = 0 pour 
tout x dans U alors a’(~)~ = 0 done o’(x) = 0 et la condition (Y~)~ = 0 pour 
tout y dans V entraine w’(Y)~ = 0 d’ou w’(y) = 0. Ceci nous dit que 
Ker(o) c Ker(w’) et les isomorphismes de K-espaces vectoriels K = 
A/Ker( w ) = A/Ker( w’) entrainent que Ker( w ) = Ker( w’). Maintenant, pour 
tout Clement t 4 S on voit que [ l/w(t )] t 2 - t est dans S done 
O=d( -&P-t) =$$,‘(t)-w(t)l 
d’ou w’(t) = w(t). Ceci nous montre que w’ = w (cf. [2, Lemme 3.41). 
D&sormais, une algebre de Bernstein faible est une algbbre ponder&e dont 
la ponderation w : A + K est celle definie par le lemme de Holgate. On la 
notera (A, 0). 
THI~OR~ME 2.12. Went K un corps cammutatif injki de caracthistique 
diff&?nte de 2 et (A, o) we K-algdbre pond&rGe. Les conditions suivantes 
sent bquivalentes: (i) (A, w ) est une alg&re de Bernstein faible; (ii) pour tout 
x o3m.s A, on a (x2)2 = w(x)?x2 + {[x - w(r)e]2}2. 
Pour demontrer que (i) = (ii), il suffit de developper l’expression 
[( Xe + z)~] 2 avec X dans K et z dans S et pour voir que (ii) j (i), il suffit de 
definir S = Ker(o) et de remplacer, dans l’identite polyn8miale de (ii), 
x.Xe + z avec A dans K et z dans par 
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PROPOSITION 2.13. Sent K un corps commutatif in&i de caract&s- 
tique diffkmte de 2 et A = Ke@U@V une K&g&e commutative admettant 
une dkcomposition de Peirce relutivement & un idempotent non nul e de A. 
Les conditions suivantes sont kquivalentes: (i) A est une algdbre de Bernstein 
faible; (ii) U 2 c V, V 2 c U, UV c U, UV 2 = 0 et quels que soient x duns U et 
ydans Vonaex=ix, ey=O, x3=0 etx(ry)=O. 
Montrons que (ii) = (i) car (i) * (ii) rbulte des prop&& precedemment 
demontr~es.Eneffet,siz=x+yavecxEUetyEV,alors22=x2+y2+ 
2xy done ez2=iy2+ xy et comme ez = ix alors z2 = 2ez2 + 4( ez)2. De 
meme, la relation e(ez) = ax nous dit que ez = 2e(ez) et, finalement, 
(ez)z2 = $x(x” + y2 +2xy) = +x3 + +xy2 + x(xy) = 0. La proposition est 
demontree. 
NOTE 2.14. On observe que toute algebre de Bernstein faible contient 
une alg&re de Bernstein canonique, c’est-a-dire, du type Ke@V 2@V avec 
(V2)2 = 0. En effet, si A = Ke@U@V est une algebre de Bernstein faible, on 
note V 2 le sous-K-espace vectoriel de A engendre par les prod&s yy’ avec y 
et y’ dans V et comme ry2 = 0 quels que soient x dans U et y dans V, alors 
x(y, + y2)2 = 0 done x(y,y,) = 0 et, par suite, (yly2)(~3~4) = 0 quels que 
soient yi, y2, y3, y4 dans V. Ceci entraine que (y1y2 + y3y4)2 = 0 soit, pour 
tout vecteur z dans V2, z 2 = 0. On a ainsi montre que Ke @V 2 @ V est une 
algebre de Bernstein, sous-algebre de l’algebre de Bernstein faible Ke@U@V 
et (V2)2 = 0. 
3. SUR LES MORPHISMES D’ALGEBRES DE BERNSTEIN FAIBLES 
Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2 et 
A = Ke@U@V une algebre de Bernstein faible. Si z = Xe + x + y est un 
idempotent de A, l’equation z2 = z nous donne A2 = X, x2 = y et y2 + Xx + 
2xy = x. Done si X = 0 on a x = y2 +2xy =(x~)~ +2x3 = (x2)2 d’ou x2 = 
((x 2)2)2 = 0 ce qui nous donne z = 0 (idempotent nul). Si X = 1 on a y = x 2 
et y2+2xy=0 soit y 2 = 0 et dans ce cas, les idempotents de A s’ecrivent 
e + x + x2 avec (x2)2 = 0. Notons, par exemple, que si dim,(V) >, 1 alors 
e + y2 est un idempotent de A pour tout y dans V car (Y~)~ = 0. Un 
morph&w ‘p: (A, w) -+ (A’, w’) de K-algebres de Bernstein faibles est un 
morphisme de K-algebres ‘p : A -+ A’ verifiant w’ 0 q = w. 11 en resulte tri- 
vialement que cp(Ker(w)) c Ker( 0’) et, en particulier, si A = Ke@U@V et 
A’ = Ke’ @ U@V’ sont dew decompositions de Peirce de A et A’ respective- 
ment, alors q(U@V) c U’@V’. 11 est clair que dans ce cas, q(e) f 0 pour 
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tout idempotent non nul e de A. En effet si q(e) = 0 alors pour tout x dans 
U, on a cp(x) = cp(2ex) = 2q(e)cp(x) = 0 mais il est clair que si y est un 
vecteur de V tel que q(y) = oe’ + x + y’ avec (Y # 0 dans K, x’ dans U’ et y’ 
dans V’ les conditions cp(ey) = cp(e)cp(y) = 0 sont trivialement verifiees, 
c’est-adire, ‘p( U@V ) (t U’ @V’. Le lemme suivant nous sera utile par la suite, 
ou e E A, un idempotent non nul: 
LEMME 3.1. Si K est un corps commutatif de caract&istique diffhente 
de 2 et si (A, w ) et (A’, o’) sont deux K&g&es de Bernstein faibles, tout 
morphimne de K&g&es ‘p: A + A’ est un morphisme d ‘algdbres de 
Bernstein faibles, c’est$dire, 0’0 ‘p = o, si et se&me& si cp(e) est un 
idempotent non nul. 
11 suffit de demontrer que cp(Ker(w)) c Ker(o) car alors, si x = oe + z est 
un element de A avec (Y dans K et z dans Ker(w) on a w(x) = (Y et comme 
q(x) = acp(e)+ q(z) on a o’(cp(r)) = (Y d’oti le resultat. 
Soient done A = Ke @J U@V et A’ = Ke @ U’ @V’ deux decompositions de 
Peirce de A et A’ respectivement. Comme ‘p est un morphisme d’algebres, 
cp(e) est un idempotent de A’ done il existe un vecteur u’ dans U’ tel que 
cp(e) = e’t u’+ 21’2 avec (u’~)~ = 0. Pour tout x dans U on a q(x) = 
(p(2ex) = 2cp(e)cp(x) et si l’on Ccrit q(x) = Lye’+ x’+ y’ avec (Y E K, x’ E U’ 
et y’ E V’, necessairement (Y = 0 soit q(r) est dans U’ @V’. Pour tout y dans 
V, 0 = cp(ey) = cp(e)cp(y) et si l’on krit q(y) = be’+ x”+ y” avec fi E K, 
x” E u’ et y” E V’, on a aussi p = 0 done q(y) est dans U’@V’. On a ainsi 
montri! que (p(U@V) C u’@V’. 
TH$OR~ME 3.2. Soient K un corps commutatif de caracttistique diffb- 
rente de 2, (A, w) et (A’, w’) dew K-alg&res de Bernstein faibles et 
‘p : A + A’ une application d ‘ensembles. Les conditions suivantes sont 
dquivalentes: 
(a) cp : (A, w ) + (A’, w’) est un morphisme d ‘alg&res de Bernstein faibles; 
(b) il existe des applications K-liniaires h, f, g : A + A’ telles que 
~‘0 h = w, 0’0 f = 0, 0’0 g = 0, ‘p = h + f + g, h(x2) = h(x)2, g(x2) = f(x)’ 
et f(x2) = g(x)2 +2(h(x)f(x)+ f(x)g(x)+ g(x)h(x)) pour tout x dans A. 
Pour demontrer ce theoreme nous avons besoin du resultat immediat 
suivant: 
LEMME 3.3. Soient K un corps commutatif de caractkristique diffhente 
de 2 et A une K&g&re de Bernstein faibk Si P,, P, et P, sont les trois 
projecteurs associb ci une d&composition de Peirce de A = Ke@U@V alors, 
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pour tout x duns A, on (I Pe(x2) = P,(x)~, pv(x2) = P,(x)~, p,(x2)= 
Pv(Xj2 +2P,(x) [P,(x)+ P,(r)] et P,(x)PJr) = 0. 
D&on&ration du th&r&me (a) * (b): En effet, si A’ = Ke@U’@V’ est 
une d&composition de Peirce quelconque de A’, il suffit de ddfinir h = P,, 0 (p, 
f=P,,ocpetg=P, 0 ‘p et d’utiliser les relations vBrifiCes par les projections 
P,,, Pw et P,,. 
(b)=(a): On note que pour tout x dans A on a (p(x2) = h(x2)+ f(x2)+ 
g(x2) = [h(x)+ f(x)+ d412 = ~44~ d one quels que soient x, y dans A on 
a aussi cp(xy) = cp(x)cp(y) car la caractkistique de K est diffkente de 2. La 
dkmonstration s’achke en u&ant le lemme 3.1. m 
Si cp est un endomorphisme d’une alghbre de Bernstein faible (A, w) et si 
(h, f, g) est le triplet associci B ‘p d’apr&s le thkorkme 3.2(b), pour toute 
dkcomposition de Peirce A = Ke@U@V de A, on note ‘p, = (P,~~, ‘pU = ‘p,“, 
‘pv = ‘p,v, h, = hlKe, fU = 4” et g, = g,,. On a le lemme suivant: 
LEMME 3.4. Soient K un corps commutatif de caract&istique diffdrente 
de 2 et (A, w) we K-alg&e de Bernstein faible. Si q est un endomorphisme 
de K-algBbres de (A, w) et si (h, f, g) est le triplet associg ci v, pour toute 
d&composition de Peirce A = Ke@U@V de A on a ‘p, = h,, f, = 2e(p,, 
‘pu = f, +2ufU, g, = ‘pV - 2e(p, et ‘pV = g, - 2(u + u2)g, ozi u = 
PJcp(e)). 
En effet, si cp est un endomorphisme de K-algkbres de Bernstein faibles, 
alors q(e) est un idempotent de A done il existe un vecteur u dans U tel que 
q(e) = e + u + u2 avec (u~)~ = 0. Comme f = P, 0 ‘p et que P,I,,V = 2e Id 
alors f,= 2e(p,. Puisque e =cp(e)- u - u2 et que ‘p(e)cp,=+cp, n&es- 
sairement f, = 2[cp(e) - u - u2]‘pv = ‘pU - 2(U + u2)qU. On &x-it ‘pu =fu 
+2(u + u2)cpU = fU +2(u + u2) [f, +2(u + u2)‘pU] = f, +2ufU car u2fU 
= u2cp, d’oti u2fU +2u(ucp,) = 0. De mcme, puisque g = P, 0 ‘p et que 
P VJUEl3V = Id - 2e Id alors ‘pv = g, - 2(u + u2)g d’oti g, = ‘pv - 2e(p,. 
PROPOSITION 3.5. Soient K un corps commutatif de caractekistique 
diffbente de 2, (A, w) une K-algdbre de Bernstein faible et ‘p un endormor- 
phime de (A, w). Pour que cp soit un automorphisme de (A, w) il faut et il 
suffit que les applications K-lin&aires h,, f,, et g, relatives d une dkcmnposi- 
tion de Peirce quekonque A = Ke @ U@V de A soient bijectives. 
En effet, cela dkcoule des identitk ‘p, = h,, ‘pv = fU + 2ufu, ‘pv = gv - 
2(u + u2)gv, f, = 2e(p,, g, = ‘pv - 2etp, oti u = PJcp(e)) et du fait que 
pour tout kkment (ye + x + y de A avec (Y dans K, x dans U et y dans V on 
ait ‘p(ae + x + Y) = 4(e)+ f”(r)+ gv(y). 
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NOTE 3.6. Dans les algbbres de Bernstein faibles, la structure de l’espace 
de drh-ivations est analogue A celle qu’on trouve dam les algkbres de 
Bernstein. Tout cela a &A cltudii? en d&ail dans [2]. 
Nous wrnercions t&s vivement le Referee pour ses judicieuses remurques. 
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